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重复 ); 且 最 后 仍 回 点 , 怎 样 画 才能 使 重复 路 最 
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为 了 以 下 的 方 。 


1960. 


Ps 


我 们 把 图 理解 上 足 四 个 件 有 限 个 P = 


任意 有 二 个 不 同 的 端点 , 且 属 于 


“此 我 们 还 假定 每 条 有 一 个 郎 都 对 应 一 个 确定 的 正 实数 
， 们 也 说 这 条 链 把 P2 与 , P4 连 起 来 
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任意 能 是 任意 的 点 ; 
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使 一 笔画 从 线性 图 的 -- 点 开始 ,最 后 到 个 点 , 一 个 
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图 能 重复 地 一 笔画 的 要 条 件 是 没有 奇 点 


二 性 图 有 奇 点 从 线性 图 中 其 个 点 开始 笔 这 个 图 最 
二 “同治 超 皮 是 必须 有 重复 的 .， 现在 来 研究 怎样 使 重复 路 著 最 短 , 例 如 图 1 中 的 线性 图 有 四 

,下 ; 求 从 4 开 这 个 图 形 一 出 ,最 后 仍 回 到 旭 必 须 有 重复 
”到 二 者 将 某 一 种 画 法 的 重复 路 线 也 涨 在 图 上 , 则 所 有 点 二 定 都 变 成 偶 点 了 ， 反之 , 若 能 先 在 线 “ 
性 图 上 一 些 使 得 添 的 线性 图 中 所 有 点 都 是 点 ,那么 后 的 线性 图 就 能 够 不 


地 一 而 的 重复 路 可 以 在 图 1 中 的 GD 与 各 添 一 
使 图 形 的 点 都 变 成 点 从 点 开始 将 图 的 图 不 复 地 


些 “重复 (一 条 可 以 或 条 ， 每 条 重复 与 原来 的 有 相同 的 长 度 ， 
后 简称 添 重复 为 添 ) 得 添 的 线性 图 没有 点 《 郎 从 奇 点 发 的 添 是 奇 


条 ,从 点 的 添 必须 是 偶数 条 ), 且 便 得 的 总 长 度 为 最 


基本 定理 的 方便 ， 们 把 这 个 更 般 些 的 形式 

在 一 个 过 性 图 上 指定 了 个 点 ,现在 要 在 图 上 添 一 些 重 复 ， “ 

总 长 度 最 

我 一 有 限 个 的 集合 为 可 行 解 ,车 从 指定 个 点 


下 _ 
1 
ff 
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可 行 总 长 达到 最 小 的 称 为 人 


著 可 行 解 不 满足 (2), 即 存在 一 个 ， 上 长 了 长 的 这 时 , 

- 没有 长 之 和 小 的 一 ,现在 将 这 个 有 添 处 都 去 一 条 添 
原来 没有 处 都 添上 显然 添 的 总 长 度 小 了 ， 而 不 难看 ， 变化 后 的 添 
是 可 行 解 可 行 不 是 最 优 


将 与 忆 由 "是 指定 的 点 "与 “不 是 指定 的 点 "对 换 而 得 来 的 ); “另外 再 考虑 新 闻 题 的 二 
的确 是 新 闻 是 的 可 行 解 ,并 仍旧 都 满足 与 (22， 这样 一 要 证 与 
的 添 总 相等 就 归 和 为 M' 与 的 添 总 长 度 等 了 
原 来 就 不 在 任何 同一 条 上 都 有 添 ， 
考 与 是 空 ; 则 的 总 长 度 当然 相等 ， 不 是 前 已 ， 
民生 解 可 以 看 成 是 一 些 把 奇 点 一 对 一 对 地 连 起 来 的 链 的 集合 : 我 们 从 允 中 任 取 这 样 的 一 链 ， -2 
取 M 的 一 个 以 P5 为 一 … 于 点 有 限 ,因此 ,这样 取 下 去 ， ,一 定 会 得 


NE 
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虑 新 闻 题 的 二 组 可 行 解 与 是 中 上 上 所 有 添 
“而 与 是 新 闻 题 的 可 行 解 , 且 足 (1) 与 (2)， 且 要 与 - 
添 总 度 相等 可 归 精 为 M” 与 添 总 长 度 相 等 


理 2. 最 必 在. 


;有 限 个 足 可 行 解 中 长 度 最 小 的 一 定 是 最 优 解 :… 引 理 2 证 
用 理 2 就 很 容易 得 出 充分 性 的 证 明了 事 最 解 必 存 在 ， 且 必 须 满足 
因此 ( 切 与 CC) 的 可 行 
_ 有 了 定理 就 可 以 具体 把 最 优 解 了 们 可 以 先 任 取 行 解 ; 不 
(1 就 可 以 上 定 理 的 必要 性 进行 整 ,由 足 (1) 的 可 行 解 有 


前 面 所 的 总 可 得 寻 最 好 投递 路 的 具体 工作 步 TFT: 
重 地 笔 将 的 图 形 画 出， 
例 X 表 邮 局 ， 条 长 定 与 图 中 的 成 比例 点 为 最 
解 中 的 将 图 4 添 了 的 图 形 重复 地 一 笔画 出 得 图 5 中 的 最 好 投递 路 
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的 最 夫 上 于 指明 了 检查 -个 图 是 最 优 ， 


一 不 能 作为 任 的 内 点 


上 作业 法 与 表 上 作业 法 是 等 价 的 ， 作 者 所 获得 的 地 可 由 图 上 的 性 质 诈 


“和 和 相 反 ， 何 也 以 一 从 图 上 作业 法 上 和 法 的 质 一 般 


多 时 ,很 难 。 例 如 下 中 《图 中 每 个 为 工 公里 ) 和 的 图 形 是 
难 的 , 是 这 个 图 中 的 在 太 多 了 起 来 至 少 有 
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个 ,在 种 情况 下 , 要 检查 个 流向 图 是 否 最 用 作 ， | 


了 解决 这 个 矛盾 ， 东 文 提出 了 改进 了 的 法 ， 这 种 


“首先 声明 一 下 ;我 们 把 “图 "理解 成 上 的 一 性 图 -所 性 图 是 指 请 
-个 线性 图 还 5)， 就 称 


“使 得 每 对 Po 
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图 在 下 面 83 以 及 未 定 义 1 中 计算 的 个 时 有 用 
有 些 点 是 收发 点 的 “ 点 这 个 事实 可 : 每 个 点 对 应 一 个 实数 
代表 是 发 发 最 是 去 0 代表 P， 是 收 点 ， 是 一 0 ) 代表 


不 是 收发 ， 为 了 起见 ， 我 们 把 这 种 也 称 发 上 量 为 -显然 ， 必须 为 


2) 不 存在 一 个 ， 上 所 有 

3) 有 流向 的 数 比 点 数 少 


0 2.P4 
一 - 


后 是 基本 流 间 图 去 了 这 个 流 是 


为 了 本 图 的 存在 上 出 求 基本 流向 图 的 方法 ， 
定义 2. P 是 某 通 线性 图 的 一 个 点 ， 将 己 所 有 有 一 个 端点 为 都 反 
图 中 去 后 ， 得 到 的 性 图 ( 得 到 的 是 性 图 ) 仍 是 的 为 一 
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管 谷 : -图 上 作业 法 的 改进 


观 法 找 可 移 点 是 很 容易 的 
理 1. 基本 流 图 是 存在 的 
方法 的 步 如 下 


1) 任 取 一 个 可 点 


从 图 土 去 掉 以 及 有 一 个 为 的 所 有 ; 并 将 对 应 的 


且 一 定 是 取 Py 移 点 而 作 的 ; 上 的 流向 必须 
先 于 的 而 作 且 是 取 的 - 这 就 
… 了 一 个 矛盾 ,因为 由 前 面 所 回去 ,可 知 上 的 
向 二 先 于 PaPi 的 而 作 , 且 是 取 作为 可 移 ，- 
但 作 Pt 的 流 弧 一 定 已 去 掉 了 
2 个 点 ,再 能 作 一 流 共 作 了 7 二 工 每 一 只 作 在 二 个 , 故 有 
流向 的 一 1 个. 定义 1 3) 成 立 


后 ,我 何 只 要 定 理 中 指出 的 步 去 作 流向 图 ， 的 一 定 是 基本 不、 


4; 对 应 的 一 3 改 成 十 al ' 一 3 十 3 三 0, 得 新 闻 题 6a) 
是 可 移 ,由 Pi P; 作 一 流 间 ;流量 是 1 ( 图 7b)， 与 
得 图 7a 中 的 新 闻 题 ， 


,这 笠 出 的 的 确 是 一 个 流向 ;现在 来 定 是 基本 流向 
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2. 最 优 流 向 图 可 以 在 让 图 、 
;存在 唯 -的 包 含 的 空 * 而 所 有 其 他 上 都 有 流 间 
者 一 个 基本 流向 图 所 有 定理 3 中 对 天 的 内 长 不 
超过 的 一 则 为 最 人 . 
问题 用 数学 式 子 表示 出 来 
由 于 我 们 实际 上 只 需要 考虑 所 有 上 的 运输 因 此; "在 与 没 有 
相 速 时 们 一 个 很 大 的 正 数 使 P; 与 P; 不 能 直接 运 是 求 公 里 
最少 与 求 运费 最 小 的 根本 区 别 , 也 是 图 上 作业 法 的 优点 的 求 )， 


“全 


g 
了 2 


一 
5 管 : 图 上 作业 法 的 改进 一 


“这 是 一 个 线性 规划 我 们 称 由 - 问题 


容 的 


引 理 2. * 个 不 同 变量 (4) 中 任意 一 部 分 都 不 能 , 在 个 


.用 法 ， 任 意 在 (4) 中 作 下 标 时 计 出 现 2 为 (要 中 F 
都 不 同 或 中 不 路 ， 因此 As 但 又 必须 出 现在 中 , 
到 相同 ,但 这 与 (和 只 有 有 限 个 
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的 充 要 条 件 是 (4 有 分 变量 成 路， 
的 分 必 为 故 mm 一 0; 于 是 


个 推 不 难看 出 ， 基 本 流向 图 上 就 是 图 上 法 所 要 解决 的 问题 看 成 4 
时 的 基 可 事实 上 ,所 有 对 应 的 变量 的 集合 成 基 ,因为 定义 工 中 的 1) 推 - 
这 变 量 没 有 # 2 的 ; 力 推 由 没有 ,3) 明 包含 一 个 
属于 这 变 量 的 变量 之 值 都 是 -0 , 故 向 图 正好 代表 基 可 行 解 ， 这 个 基 可 解 


量 ( 对 应 的 是 数 )， 反 之 易 见 ， 每 基 变量 对 应 的 不 
1 三 是 的 基 可 行 解 , 代表 二 个 基本 流向 图 . - . 


“要 证 明定 理 3 也 不 难 了 我 们 

唯一 的 通路 , 合 而 中 其 他 变量 均 为 基 变量 (我 们 称 这 个 为 的 ， 


:向量 必 相关 ;由 引 理 4; 中 有 分 这 个 显然 
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期 管 梅 谷 : 图 上 作业 法 的 改进 
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下面 着 手 证 明和 定理 


消去 在 单纯 形 方 法 中 诈 ,将 消去 目标 数 ,使 且 标 数 用 非 基 变 
量 表示 时 ， 基 的 ( 称 ) 是 ， 我 们 

， 在 就 求 计算 问题 中 的 检验 数 . 

-证 . 这 只 是 高 等 代数 中 的 定理 不 同方 的 而 

引 理 5. 4 型 的 任意 消去 中 基 系数 或 0 


(1), 求 出 的 ; 


7 《2) 将 正 所 有 变量 对 应 的 和 去 所 有 对 应 的 /之 和 

引 理 7 可 以 由 引 6 直接 推出 

们 引进 下 述 名 ” 
正 长 正 路 中 所 有 基 量 对 应 的 之 和 
(3) 路 长 : 将 ( 正 反 


有 了 述 名 ; 可 
这 个 基 行 解 是 最 优 解 


7 


| 
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是 因此 ;在 用 8 检查 基 可 行 解 时 ;这 样 的 不 必 检查 . 


(10) 的 正 路 长 (11) 的 反 长 
起 求 ;可 得 ” 


的 在 一 个 ] 的 正 反 路 都 不 超过 长 的 一 ， 则 所 的 基 可 行 解 为 最 优 解 。 

-由 定理 可 以 推出 定理 4 了 上 ,不 难看 出 ， 定理 4 的 假定 是 : 一 、 

基本 流向 图 ， 朗 一 所 有 变量 对 应 的 cx 的 基 可 行 应 的 定理 ,3 中 
的 的 流 向 之 长 不 超过 的 一 ， 序 的 每 一 对 非 基 变 量 的 中 

长 不 超过 路 长 的 一 了 这 些 非 基 变量 外 有 一 些 对 应 的 M 的 非 基 变 

， 量 ; 这 些 非 基 变量 的 届 路 中 正 反 肖 路 长 不 起 过 角 路 长 的 一 定 可 以 由 基 变 量 的 对 应 的 “ 


”此 ,定理 4 就 得 到 了 


定 的 图 中 有 个 个 基本 图 中 有 流向 的 有 ”一 1 因此 
要 检查 的 数 空 数 ,一 1， 


-利用 一些 上 的 果 ( 先 去 掉 一 些 支 然 加 一个 面 这 与 -个 
多 面体 的 表面 ， 再 和 ) 难 要 的 好 于 图 中 的 "小 


、 后 仍 得 到 基本 流向 
-调整 的 方法 为 :- 
只 在 述 中 进行 , 的 流向 都 不 变 


在 内 (外 ) 流向 中 找 一 个 流量 最 小 的 ,发 流量 为 
内 (外 ) 流向 流量 都 减少 g, ) 流向 的 流量 都 增加 
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难 看 出 ,元 以 ,的 确 出 一 个 流 图 ,而 且 还 是 一 不 流 
时 流 有 在 一 个 空 有 增加 , 因此 后 不 会 有 对 流 ; 候 使 调整 后 个 每 二 


都 有 流向 的 包 含 新 增加 流向 的 那 一 ;而 这 又 将 与 这 一 在 调整 
前 的 基本 流向 图 中 只 能 对 应 定理 3 中 的 一 个 矛 . 最后， 多 了 一 个 有 
又 了 一 上 的 流 因此 定义 工 中 的 3) 成立， 


“和 情况 。 当 然 , 从 理 上 ;应 摄 动 ,从 “循环 "的 ， 但 际 、 
5 : ”应 用 时 ,可 以 不 考虑 摄 动 ,事实 上 ， 出 现 循环 的 危险 是 极 小 的 。 因此 ， ,我 们 只 要 按 纹 上 方法 、 
进行 调整 在 有 限 步 就 可 以 得 出 最 优 流向 
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就 定义 方程 (1) 为 的 .不 失 一 般 性 ， 上 件 可 : 对 
.在 上 下 非常 的 征明 了 : 和 单 不 的 型 方 程 ,这 时 


方程 1) 的 解 必 具有 解析 性 “A，B. 在 1948 年 提 了 适合 、T、TIerpos- 
意义 的 对 任何 有 限于 其 立 雷 (Dischle0) 是 解 不 一 的 


“ 题 有 唯一 性 力学 方程 


1 
1. 虑 方程 组 
| 
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SS 


”后 ,就 使 方程 (1 成 了 M. Biumik 下 的 图 2 


题 有 叭 一 解 的 例子 


2。 我 们 提 了 这 样 的 问题 : 工 所 义 的 型 方 
程 租 中 ,对 任何 有 限于 , 狄 立 克 的 解 唯一 的 充分 件 是 什么 对 常 


型 方程 而 言 , 如 果 对 任何 开 所 围 成 的 域 上 ; 其 狄 立 问题 的 解 唯一 时 则 


在 .T. 所 定义 的 性 前 提 下 证 明了 对 任意 二 
围 成 的 域 上 狄 立 克 雷 问题 解 唯一 的 必要 条 件 (5) 是 对 任意 上 狄 立 克 问题 
解 瞧 一 的 充分 条 件 ， 由 于 适合 条 件 (7) 的 方程 租 ,保留 了 单个 椭 轩 型 方程 的 更 多 的 性 质 ， 


所 以 我 们 觉得 以 此 条 件 作为 方程 性 定义 ; 似乎 更 恰当 一 些 


- 3。 我们 证 明 的 方法 是 


在 一 般 的 情形 ， 我 们 明 了 这 样 的 二 当 用 


由 于 科大 前 后 的 方程 租 的 ” 


的 唯一 性 . 


人 
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的 ; 可 得 租 的 狄 需 问题 解 的 唯一 性 
“ 的 精 果 科学 录 1960 年 不 3 期 上 发 表 过 ; 但 现在 的 主要 分 已 较 
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“我 何 称 其 为 标准 型. 
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引 理 2. 对 方程 (1) 自 量 的 异 性 变换 ， 式 保持 不 而 且 可 
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